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解结数、Reidemeister 变换、投影图与符号平图、Jones 多项式和 Tutte 多项式等。
第二章我们定义了与纽结解结数密切相关的一个概念—纽结投影图的拟解结数，
类似我们定义了 2 分支链环投影图的拟分拆数，分别计算了纽结表中交叉指标不
超过 9 的纽结和交叉指标不超过 8 的 2 分支链环的拟解结数和拟分拆数，并总结
了若干经验规律。第三章我们研究 Wendt 操作对纽结或链环交叉指标的影响，给
出了第二章的一个经验规律的严格的证明。附录中我们给出了纽结表中交叉指标






















This master thesis studies the effect of a single Wendt’s operation on knot and 
link diagrams and its relation with the unknotting number and the crossing number. 
The thesis is organized as follows. The first chapter gives some basic knowledge 
such as knots and links, Reidemeister moves, unknotting number, link diagrams and 
signed plane graphs, Jones polynomial and Tutte polynomial etc. In the second 
chapter we introduce two notions for link diagrams---Quasi-unknotting number and 
Quasi-splitting number, calculate these two numbers for knots with crossing number 
no more than 9 and 2-comonent links with crossing number no more than 8, 
respectively, and find some empirical regularities. In the last third chapter, we study 
the effect of Wendt’s operation on the crossing number and give a strict 
graph-theoretical proof of one of empirical regularities. In Appendix we provide a 
table of knots and links obtained by applying a Wendt’s operation to each crossing of 
knots with crossing number no more than 9 and 2-comonent links with crossing 
number no more than 8 in the Knot table. 
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第一章  基本知识 











设K为 3S 中的一个纽结，在K 的所有投影图中，交叉点最少的那个投影图






德国数学家 Reidemeister 在 20 年代指出，纽结的同痕本质上是由投影图的
























的投影图。如图 1.1.1 的两个纽结分别与图 1.1.2的两个纽结等价，它们通常称
为三叶结和 8字结。 
 
            图 1.1.1.  三个交叉点纽结和四个交叉点纽结    
 
              图 1.1.2.  三叶结和 8字结     
Reidemeister 还进一步证明了以下定理： 
定理 1.1.1[17] （Reidemeister 定理）一个链环的任意两个投影图都是等价的。 

















如果链环 L不与 *L 同痕，我们就说 L是有手性的；反之如果 L与 *L 同痕，就
说 L是无手性的。如三叶结有手性,但八字结无手性。 
设 L为一个链环，给 L的每个分支一个定向，使之成为定向链环。把 L的每
一个分支的定向都反过来，得到一个新的定向链环，称之为 L的逆，记做 1L ，
如果 L（或它的一个投影图）和它的逆同痕（或逆的一个投影图等价），则称是
可逆的，如果 L不是可逆的，则称 L是不可逆的。 
若在两个纽结上各取一个走向，成为有向纽结，设为 1K 、 2K 。当把它们放
在一个平面的两侧，分别把它们的随便哪一小段拉向分隔平面，然后如图 1.1.3
把它们在那平面处连通，使得走向互相协调，这就得到原来两个有向纽结的连通
和，记做 1 2#K K 。 
对于无向纽结，定义它们的连通和时也应先赋予走向，否则得到的结果可能
互不同痕,当然 1K 、 2K 中有一个可逆则无论赋不赋予走向其结果都是一样的。          
           
 
   图 1.1.3.  纽结的连通和  
我们规定与平面上的圆周等价的纽结称为平凡纽结，其它则称为非平凡纽
结。素纽结是指不能再分解成两个非平凡纽结的连通和的非平凡纽结。 
纽结的记号 nM ，其中M 为该纽结交叉点数 ( )c K , n是为了区别交叉点数相





















图 1.2.1.  Wendt 操作 
纽结K的解结数为 n，如果存在纽结K的一个投影图，在这个投影图上 n个








并且没有比 n次更少的可能，那么我们就称纽结K的解结数为 n。 
显然平凡纽结 1(0 )u  =0，其他纽结的解结数均大于等于 1。 
三叶结交叉指标为 3，但是只需做一次 Wendt 操作就可以变成平凡纽结，所
以 1(3 )u  =1。 
 
图 1.2.2.  三叶结解结数为 1 
















过不超过⌊ n /2⌋次 Wendt 操作把它变成平凡纽结的投影图。   





一个复合结的解结数不可以为 1，从问题提出到找到证明也经过了 100 多年的时
间。 
纽结K的解结数 ( )u K 的上界可以使用相对简单的技巧计算出来，但是确切值
很难得到。 
Scharlemann
[11]在 1985 年证明了解结数为 1的纽结都是素纽结。 
下面提供纽结解结数图表是由 Kirby[12]提供的，其中纽结 299 的解结数由 Kirby 证
实了，纽结 13910 、 15210 的解结数是有 Kawamura
[13]得出的，纽结 499 的解结数是
由 Stoimenow[14]用计算机计算出来的，纽结 15410 、 16110 则是 Stoimenow
[15]通过使
用 Slice-Bennequin 不等式[18]找到的，纽结 1110 、 4710 、 5110 、 5410 、 6110 、 7610 、
7710 、 7910 、 10010  的解结数目前为止依然未知。 
已知具有 n个交叉指数的素纽结总个数是以指数级的速度增长的。所以在本
文当中，我们只研究交叉指数少于十的纽结的解结数。因 ( )u K = *( )u K ，故不考
虑手性因素。 
1.3 链环与符号平图 
图G 是由点集 ( )V G 和边集 ( )E G 构成，点集 ( )V G 为非空有限集合， ( )E G 为
无序结点对 ( , )v u 构成的集合。 
我们可以按以下方式画图G :将每一个顶点用点来表示，将每一条边 ( , )x y 用



















在一个图G 中，若对于它的任两个不同的顶点 u 、 v，存在一条从u 到 v的
路径u = 0 1 2... lu u u u  =v, 其中 iu （ i =0,1,„, l ）不同且 1,( )l lu u 为边当 i =1,2,„ l ，
则称u、v是连通的，如果图G 中任意两点都是连通的，那么图G 被称作连通图。 
一条边的两个顶点相同，则此边称作自环，若去掉一条边，便会使得整个图
连通分支数增加，该边称为桥。收缩边变换指的是先删除这条边再把这条边对应
的点黏在一起，通过删除图G 的边e我们得到新的图G e ,通过收缩图G 的边 e
我们得到新的图 /G e 。若G 是平图，则显然G e 和 /G e 也是平图。 
一百年前我们就已经知道链环投影图和符号平图可以通过中间构造建立起
一一对应关系。是 Tait 和 Little 在十九世纪末用来构建起纽结投影图表方                                       
法之一，他们先从边相对较少的图开始，后来扩充到边较多的图。为了描述这种
一一对应关系，我们先引进平图的中间图的概念。 
非平凡连通平面图G 的中间图 ( )M G 是这么得到，通过在G 的每条边上插入
一个新顶点构成 ( )M G 的顶点，再在G 的每个面上把G 上相邻边上的新顶点连边
构成 ( )M G 的边得到的。若G 不连通，它的中间图 ( )M G 是由G 的所有连通分支
的中间图的不交并构成。若G 是平凡图，则它的中间图是一个圆圈。显然，非平
凡连通图的中间图都是 4-正则图。符号平图G 的正边对应于 ( )M G 的正顶点，从
而我们也得到点符号平图 ( )M G 。 
下面我们陈述如何由一个符号平图G 得到链环投影图 ( )D G ,给定一个符号
平图G ，我们先画出它的中间图 ( )M G ,接着对 ( )M G 的面进行黑白着色，G 的
顶点所在面着黑色，其它的着白色，若 ( )M G 的顶点是正顶点（或负顶点），则
将逆时针旋转首先划过黑面的 ( )M G 的一对直走边作为链环 ( )D G 的上线（或下
线），见下图，这样就将 ( )M G 的每个顶点都转化成了交叉点，从而得到 ( )D G .


















图G ，在每个涂黑色面上F 放上一个顶点 FV ，在两个面 1F , 2F 相遇的交叉点上，
放入一条边
1 2
( , )F FV V ,再按下图所展示的给这条边标上正负号。若一个链环投影
图D不是连通的，它的对应符号平图 ( )G D 定义为D的每个连通分支所对应的符
号平图的不交并。 
 
图 1.3.1.  边符号和交叉点的对应关系 
在上面所定义的一一对应下，D的交叉点与 ( )G D 的边也是一一对应的，不
难看出以下三个性质 
1：D是连通链环投影图当且仅当它的对应符号平面图 ( )G D 是连通的 
2：D有个可去交叉点当且仅当它的对应符号平图中这个交叉点所对应的边
是环或者桥，即 D若是约化的当且仅当 ( )G D 是无环且无桥的图。 
3：D是交错投影图当且仅当 ( )G D 的每一条边符号都一致。 
1.4  Jones 多项式和 Tutte 多项式 
下面我们将先提供一些准备知识，包括交错链环的交叉指标与 Jones 多项式
跨度之间的关系，Tutte 多项式与 Jones 多项式之间的关系。 
定义 1.4.1[4] 存在一个对应V ，给每个有向投影图 L联系上 t的整数系数多项
式 ( )V L ，满足以下三个条件： 
（1）同痕不变性； 





















平凡纽结 所对应的多项式是  
我们称 ( )V L 为 L的 Jones 多项式。 
设 L为一个有向链环， ( )LV t 为 L的 Jones 多项式
[4],定义 ( )vspan L 为 ( )LV t 的
最高方次与最低方次之差，即 
( )vspan L =maxdeg ( ) mindeg ( )L LV t V t 。 
在[5]中,Kauffman 定义了无向链环投影图的 Kauffman 尖括号多项式，设D
为链环无向投影图，设 [ ]D = [ ]D ( , , )A B d 为 D 的 Kauffman 方括号多项
式, D =[ ]D 1 2 2( , , )A A A A   为 Kauffman 尖括号多项式，定义 ( )kspan D 为 D
的最高方次与最低方次之差， ( )kspan D =maxdeg mindegD D 。令 L是一个
有向链环，D为 L的有向投影图，拧数 ( )w D 定义为D的全体交叉点的正负号总
和，Kauffman 证明了 ( )LV t =
3 ( )( ) w DA D 1/4A t︱
[5,6]。 
所以我们就有 ( )vspan L =
1
4
( )kspan D 。 
引理 1.4.1[5,8,9] 令D为一个有向链环的无向投影图，则 
（1）若 L是连通交错链环，则 ( )c L = ( )vspan L =
1
4
( )kspan D 。 
（2）若 L是有 ( )n L 个不可分分支的可分链环，则 
( )c L = ( )vspan L - ( )n L +1=
1
4
 ( )kspan D - ( )n L +1。 
引理 1.4.2[5,6] 令D为连通约化交错链环投影图，则 
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